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In dieser Arbeit werden selbstvermeidende Irrfahrten betrachtet und grund-
legende Definitionen und Erkenntnisse dargestellt. Hierzu wird zunachst de-
finiert was eine Irrfahrt im d-dimensionalen Raum ist und was die Eigen-
schaft der Selbstvermeidung bedeutet und wie dies mathematisch beschrie-
ben werden kann. Weiter wird die Bindungskonstante eingeflihrt und es wird
eine Abschatzungen der Konstante gezeigt. Anschlie3end folgt ein Ausblick,
der aktuelle Erkenntnisse und offene Fragen zeigt.
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1 Grundlagen

1.1 Grundlagen aus der Graphentheorie

Definition 1. Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar mit
(i) einer endlichen Menge V' =V (G), den Knoten/Ecken von G
(i) einer Menge E = E(G) C (‘2/) den Kanten von G.

Definition 2. Das d-dimensionale (hyperdimensionale) ganzzahlige Gitter ist fiir nattir-
liche Zahlen d € N definiert als

Zd:{(ﬂﬁh---,%d):xiEZ,izl,...,d}cRd

Das hyperdimensionale Gitter kann als Graph im d-dimensionalen Raum R¢ aufgefasst
werden, dessen Knoten die ganzzahligen Punkte V- = {(x1,...,zq)|z1,...,2q € Z} C
R sind. Weiter sind jeweils zwei benachbarte Knoten durch eine Kante der Lénge eins
verbunden.

Definition 3. Sei G = (V, E) ein Graph, u,v € V und e, f € E. Dann definieren wir
(i) wistinzidentzue = u € e
(i) u ist adjazent (benachbart) zu v :< {u,v} € e
(iii) e istinzidentzu f < en f # 0
(iv) Nachbarschaft vonu : N(u) := {v|{u,v} € E}

(v) (offene) Nachbarschaftvon S CV : N(S):= | N(u)\ S
ues

(vi) Grad eines Knoten u : deg(u) := |N(u)|
Definition 4. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Weg W in G ist eine Sequenz
Vp€l1v1€9 ... V1€ VE

von Knoten v; € V und Ecken e; € E sodass e; = {vj_1,v;} firallei,j = 1...k. Die
Knoten vy und vy, sind die Endknoten von W. Die Ldnge des Wegs ist die Anzahl der
Ecken. Weiter gibt es einige wichtige spezielle Wege:

(i) Ein geschlossener Weg ist ein Weg mit v, = vy.
(i) Ein Pfad in G ist ein Weg sodass alle v; paarweise verschieden sind.

(iii) Ein kantendisjunkter Weg in G ist ein Weg sodass alle e; paarweise verschieden
sind.



(iv) Ein Kreis ist ein geschlossener Weg mit k > 3 undv; # v; fir allei # j mit {i, j} #
{0, k}. Ein Kreis ist ungerade bzw. gerade, wenn seine Ldnge eine ungerade bzw.
gerade Zahl ist.

Definition 5. Das Standardskalarprodukt
SeiV = R" ein Vektorraumund z,y € V mitx = (z1,...,xq) undy = (y1,...,yq). Dann
heif3t die Abbildung

() R"XR" = R, (z,y) — z1y1 + .. . Tn¥n

das Standardskalarprodukt auf R". Weiter hei3t (R™, (., .)) euklidischer Vektorraum.
Eigenschaften

1. Symmetrie: (x,y) = (y, )
2. Linearitét: (ax + vy, z) = a(x, z) + (y,2)
3. Positive Definitheit: (x,x) > 0 fir alle x # 0

Die euklidische Norm ist definiert als

Il i R" = [0,00),2 = V< 7,7 > = \/m

Als Spezialfall der Norm definieren wir die Maximumsnorm als Grenzwert der p-Norm

n 1
lzllp = () asl?) ¥
i=1

fir p — oo wie folgt:
[#]|oo := max(|z1], ..., |z4l)

1.2 Grundlagen der Selbstvermeidenden Irrfahrten

Definition 6. (Einfache) gewdéhnliche Irrfahrt
Sei ) c 74 die Menge der méglichen Schritte ausgehend von einem beliebigen Start-
punkt zq € Z%. Betrachte nun die Mengen

(1) ndchste Nachbarn: Q = {z € Z¢ : ||z — zo|1 = 1}
(2) Verteilungen: 2 = {x € Z%: 0 < ||z — z¢[|c < L}

wobei L eine feste natirliche Zahl ist. Ein n-schrittiger Weg ist eine Sequenz w =
(w(0),w(1),...,w(n)) mitw(j) —w(j —1) € Q firj = 1,...,n. Die n-schrittige einfache
Irrfahrt ist das Einheitsmal3 der n-schrittigen gewdhnlichen Irrfahrt. Die Lédnge |w| der Irr-
fahrt w ist die Anzahl der Elemente der Folge w abziiglich eins. Eine Irrfahrt heil3t selbst-
vermeidend, wenn zusétzlich die Eigenschaft w(i) # w(j),Vi,j5 € {0,...,N} miti # j
erfillt ist. Wir definieren die Mengen



(1) Wh(0,2) = {w : w ist ein n-schrittiger Weg mit w(0) = 0 und w(n) = =}
(2) Wy = U Wn(07x)
x€Z4

Definition 7. Self-avoiding walks

Wir betrachten schwache selbstvermeidende Irrfahrten und strikte selbstvermeidende
Irrfahrten. Gegeben sei ein n-schrittiger Weg w € W,,, und natlrliche Zahlen s,t € N
mit0 < s < t < n. Definiere

-1, wennw(s) =w(t),
Uselw) = { 0, wennuw(s)# w(t)
Wir ordnen jedem Weg w € W,, den Gewichtungsfaktor
[T +Maiw))
0<s<t<n

fir feste \ € [0,1] zu.

Mit den Gewichten folgt fir die zugehdrigen Partitionssummen M (x) und N fiir
Irrfahrten in W, (0, ) und W,

V)= Y [ (4w

WEW, (0,z) 0<s<t<n

V=Y

xcZ4

und

Im Fall X = 1 z&hit cgll)(:c) die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Ldnge n,
die in x € Z% enden und CEP die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Ldnge
n unabhdngig vom Endpunkt.

Weiter definieren wir Wahrscheinlichkeitsmaf3e Qfﬁ) aufW,, mit Erwartungswerten IEQ)
wie folgt:

Z [I Q+Maw) (Acwy)

Tl wGA 0<s<t<n

EX ( Y Xw) J[ O+ M) (X:W, —>R)
Cn WEW, 0<s<t<n
Satz 8. Im Z¢ gilt:
dV < ), < 2d(2d — 1)V

Beweis. Die obere Schranke erhalten wir durch alle gewdhnlichen Irrfahrten w der Lan-
ge N fir die w(i) # w(i+2),i =0,..., N —2gilt. Im Z? gibt es somit genau 2d(2d— 1)V 1
mogliche Wege, da im ersten Schrltt 2d Mdglichkeiten und in jedem weiteren Schritt
2d—1 Mdglichkeiten vorhanden sind. Die Absch&tzung nach oben betrachtet auch nicht-
selbstvermeidende Irrfahrten. Die untere Schranke ist gegeben durch die Anzahl aller d-
dimensionalen positiven Richtungen, welche offensichtlich selbstvermeidend sind. [



Definition 9. Die Verkettung w = wV) o w® einer selbstvermeidenden Irrfahrt w") der
Lénge N mit einer selbstvermeidenden Irrfahrt w?) der Lénge M ist eine Irrfahrt w der
Lénge N + M, welche im Allgemeinen nicht selbstvermeidend ist. Die Irrfahrt w ist durch

w(k) :=wW (k) firallek =0,...,N
= wWD(N)+ w0 (k= N) —w®(0) firallek =N +1,..., N+ M
definiert.

Lemma 10. Fir die Anzahl selbstvermeidender Irrfahrten ¢ gilt

CmM < Z H (14 AUsy(w)) H (14 AUy p(w)) < CE@ . Cg\})

WEWN 4+ 0<s<t<N N<s/'<t/<N+M

Beweis. Das Produkt ¢y -cjs gibt die Anzahl aller méglichen Irrfahrten der Lange N+ M
an, wobei die ersten N und die letzten M Schritte jeweils selbstvermeidend sind. Die
gesamte Irrfahrt muss hierbei nicht selbstvermeidend sein, woraus die Ungleichung
folgt. O]

1.3 Bindungskonstante
Definition 11. Die Bindungskonstante ist definiert als Grenzwert

wy = lim (CE\/,\))l/N

N—o0
Satz 12. Die Bindungskonstante

T (M\1/N
pn = lim (ey’)

existiert.
Zeige zunachst:

Lemma 13. Seien I # () eine Indexmenge und a; € RY i € I, s00ass anim < an + am
fir alle n,m € I. Dann ist der Grenzwert lim,, ., a,n~" konvergent und es gilt

an . . Qn
lim =2 = e (=
Jim — égf; - € (—o0,0) (1)

Beweis. Wegen der Subadditivitat folgt die Konvergenz von a,n=! fir n — oo. Wir
zeigen zunachst, dass fir ein festes &

. Qnp ag
lim — < —, k>1 2
Jim < k2 (2)
gilt. FUr das k definieren wir
Ay = max a,

1<r<k



Weiter sei n = jk + r fir 1 < r < k. Mit der Subadditivitat erhalten wir
. mn
(n = Gjktr < Qg+ 0r < o+ ap < Sag + Ay

Mit Division durch n und der Betrachtung des Grenzwertes fiir n — oo folgt Gleichung
(2). Durch Bildung des Infimums, also der kleinsten oberen Schranke, folgt Gleichung
(1). O

Beweise nun Satz 13:
Beweis. Mit Lemma 14 folgt

log CE\QFM <log c%)cg}) = log cg\}\) + log cg\’})

was bedeutet, dass die Folge {log c%)}Nzl die Eigenschaft der Subadditivitat erfillt.
Durch Anwendung von Lemma erhalten wir

log & log ¢V
oo = Jim G = ot S

(3)

woraus die Existenz der Bindungskonstante folgt. O

Bemerkung 14. Aus Gleichung (3) folgt durch Potenzieren die Abschétzung

A
<
Lemma 15. Es gilt:
d<pu<2d—-1
Beweis. Anwendung von Satz 9 und Definition 14. O

1.4 Ausblick

Offensichtlich ist die exakte Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahrten cg\?) von beson-

derem Interesse. Da scheinbar keine einfache Lésung des Problems existiert, sind un-
tergeordnete Probleme wie die Abschatzung von c}@) oder die Bestimmung von Bin-
dungskonstanten in &hnlichen Gittern wie dem hexagonalen Gitter von Interesse.

1.4.1 Kritische Exponenten

Um die Anzahl selbstvermeidender Irrfahrten besser abschatzen zu kénnen wird eine
gleich-stark wachsende Abbildung betrachtet, welche allerdings noch unbekannte Pa-
rameter enthalt - die sogenannten kritischen Exponenten. Es wird vorhergesagt, dass
fir jedes d eine Konstante ~ existiert, sodass fur alle A € (0,1] und fir das nearest-
neighbour-model und das spread-out-model gilt:



Vermutung 16. Seien d € N und A\ € (0,1]. Dann existiert eine Konstante v € R,
sodass gilt:

&) ~ Ay N

Satz 17. Firalle d > 2 gilt

Diese Aussage wurde von Hammersly und Welsh im Jahr 1962 bewiesen [4]. Ein
Jahr spater wurde die Abschatzung der oberen Schranke von Kesten zu

2/(d+2)
en < IuNenn logn

verbessert [3].

1.4.2 Bindungskonstante im hexagonalen Gitter

Flr das hexagonale Gitter wurde bereits im Jahr 2010 ein exakter Wert der Bindungs-
konstante von Duminil-Copin und Bauerschmidt berechnet.

Satz 18. /m hexagonalen Gitter gilt fur die Bindungskonstante selbstvermeidender Irr-

fahrten
nw=1\2+ V2.

Der Beweis ist allerdings sehr umfangreich und eine Auffliihrung wiirde den Rahmen
des Seminars und der Ausarbeitung weit tberschreiten [2].



Literatur

[1]
[2]

[3]
[4]

[5]

Dérn, Sebastian (2004): Selbstvermeidende Irrfahrten, Hochschule Mittweida

Duminil-Copin, Hugo, Roland Bauerschmidt, Jesse Goodman und Gordon Slade
(2010): Lectures on Self-Avoiding Walks, in: Ellwood, David, Charles Newman, Vla-
das Sidoravicius, Wendelin Werner: Probability and Statistical Physics in Two and
More Dimensions

Kesten, Harry (1963): On the number of self-avoiding walks, J. Math. Phys.

Guttmann, Anthony J. (2012): Self-Avoiding Walks and Polygons - An Overview,
Asia Pacific Mathematics Newsletter unter: https://www.google.com/url?
sa=t&rct=j&g=&esrc=s&source=web&cd=18&cad=rja&uact=8&ved=
2ahUKEwizk6D4yIbnAhXD-6QKHVgXDkUQF jARegQIBxAC&url=https%3A%
2F%2Fwww.aslapacific-mathnews.com$2F02%2F0204%2F0001_0010.
pdf&usg=A0OvVawlIFnomHmkc53ha92R5_Z8J

Wilhelm, Isaac  Ottoni (2009): Counting  Self-Avoiding Walks  of
Length N, University of Chicago unter: https://www.google.
com/url?sa=té&rct=j&g=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=
2ahUKEwiurMWVzIbnAhV8WhUIHSEUAHSQF JAAegQIARAC&uUrl=http%
3A%2F%2Fwww.math.uchicago.edu%2F~may%2FVIGRE%$2FVIGRE2009%
2FREUPapers%2FWilhelm.pdf&usg=A0vVawOtGC1lAR86t_nDgPKHPiIvg


https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=18&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwizk6D4yIbnAhXD-6QKHVgXDkUQFjARegQIBxAC&url=https%3A%2F%2Fwww.asiapacific-mathnews.com%2F02%2F0204%2F0001_0010.pdf&usg=AOvVaw1IFnomHmkc53ha92R5_Z8J 
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=18&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwizk6D4yIbnAhXD-6QKHVgXDkUQFjARegQIBxAC&url=https%3A%2F%2Fwww.asiapacific-mathnews.com%2F02%2F0204%2F0001_0010.pdf&usg=AOvVaw1IFnomHmkc53ha92R5_Z8J 
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=18&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwizk6D4yIbnAhXD-6QKHVgXDkUQFjARegQIBxAC&url=https%3A%2F%2Fwww.asiapacific-mathnews.com%2F02%2F0204%2F0001_0010.pdf&usg=AOvVaw1IFnomHmkc53ha92R5_Z8J 
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=18&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwizk6D4yIbnAhXD-6QKHVgXDkUQFjARegQIBxAC&url=https%3A%2F%2Fwww.asiapacific-mathnews.com%2F02%2F0204%2F0001_0010.pdf&usg=AOvVaw1IFnomHmkc53ha92R5_Z8J 
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=18&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwizk6D4yIbnAhXD-6QKHVgXDkUQFjARegQIBxAC&url=https%3A%2F%2Fwww.asiapacific-mathnews.com%2F02%2F0204%2F0001_0010.pdf&usg=AOvVaw1IFnomHmkc53ha92R5_Z8J 
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2ahUKEwiurMWVzIbnAhV8WhUIHSEuAHsQFjAAegQIARAC&url=http%3A%2F%2Fwww.math.uchicago.edu%2F~may%2FVIGRE%2FVIGRE2009%2FREUPapers%2FWilhelm.pdf&usg=AOvVaw0tGC1AR86t_nDqPKHPiIvg
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2ahUKEwiurMWVzIbnAhV8WhUIHSEuAHsQFjAAegQIARAC&url=http%3A%2F%2Fwww.math.uchicago.edu%2F~may%2FVIGRE%2FVIGRE2009%2FREUPapers%2FWilhelm.pdf&usg=AOvVaw0tGC1AR86t_nDqPKHPiIvg
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2ahUKEwiurMWVzIbnAhV8WhUIHSEuAHsQFjAAegQIARAC&url=http%3A%2F%2Fwww.math.uchicago.edu%2F~may%2FVIGRE%2FVIGRE2009%2FREUPapers%2FWilhelm.pdf&usg=AOvVaw0tGC1AR86t_nDqPKHPiIvg
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2ahUKEwiurMWVzIbnAhV8WhUIHSEuAHsQFjAAegQIARAC&url=http%3A%2F%2Fwww.math.uchicago.edu%2F~may%2FVIGRE%2FVIGRE2009%2FREUPapers%2FWilhelm.pdf&usg=AOvVaw0tGC1AR86t_nDqPKHPiIvg
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2ahUKEwiurMWVzIbnAhV8WhUIHSEuAHsQFjAAegQIARAC&url=http%3A%2F%2Fwww.math.uchicago.edu%2F~may%2FVIGRE%2FVIGRE2009%2FREUPapers%2FWilhelm.pdf&usg=AOvVaw0tGC1AR86t_nDqPKHPiIvg

	Grundlagen
	Grundlagen aus der Graphentheorie
	Grundlagen der Selbstvermeidenden Irrfahrten
	Bindungskonstante
	Ausblick
	Kritische Exponenten
	Bindungskonstante im hexagonalen Gitter


	Literatur

